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Exercicio 1

Considere o seguinte modelo linear

y=XB+e (1)

em que € ~ N(0,02I,,,). Seja X uma matriz de desenho de dimensao n x p, 3 um vetor
de parametros de dimensao p x 1.

(a)
Encontre o EMYV de 3 e ¢ e usando a verossimilhanca baseada na distribuicao mul-

tivariada de y.

Nota. Seja V um vetor aleatério de dimensao n x 1, tal que V ~ N(u,X), com X
positiva definida. Entao

/

Flv.,S) = (2m) |8 exp] - %(v S v -} 2)

Solugao:
Aqui, 0 = (8,0%), p=XB e X = 01,4

A fungao de verossimilhanga L(8;y) é dada por:

L(8:¥) = (27) 2oL e — Sy~ XB) (07T) (v — X))

2 _ _an
Sendo 021,,x,, =0

e

L(O:y) x e — (v~ XB) (v - XB)).

2
20¢

A funcao de log-verossimilhanga é expressa por:

lo8(L(8:y)) o ~Slog(0?) — 5 (v — XB) (v — XB)

202
n 1 ’ r<y! I<y!
o —log(0?) = 5 5(yy — 28Xy + BXXB).

:

dlog(L(0;y))

=0
B
OX'A OX'AX
Nota : Regras de derivacao matricial. X A, X 2AX, A simétrica.




EMV de o2 |:
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N @er(yy 286Xy +BXXB)

 —nol+(yy — 28Xy + 8X'Xp)
a 2(02)?

Olog(L(6;y)) _ —not+(y'y 28Xy + BX'XB) _
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2(02)?
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=0

2 Y= XB)(y - XB)

e — .
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(b)

Encontre a distribuicao do EMV B

Solucao:
B aprox. (B[], Var[A))

E[8] = E[(X'X)"'Xy]
= (X'X)"'X'E[y]
= (X'X)'X'E[XS + €]
= (X'X)"'X'XE[B] +0
= (X'X)"'X'Xg3
= 4.

Var[8] = Tlﬁ)’ 1(8) = E[— 0 log(ﬁ%(gf DI on Varld] = Var[(X X)Xy

Sendo I(3) a matriz de informacao esperada.

log(L(6;y)) XX

0303’ o2’ Var[8] = Var[(X'X)'Xy]
L [X'X] XX XX = (X'X) " X Varly)(XX)"'X)
1(8) = E[ o2 } = EM 16) =" = (X' X)X o?X(X'X) ™!
A 1 / =2(X'X)' X' X(X'X) ™
Varld) = sz = XX = 2(X'X)"".
Bap%x. N<ﬁ’ (X,X)_l()—g)'
(c)

Encontre a distribuigao do EMV &2
Solucao:

) ) )
02 o, N(ELG, Var(s?)



2
n _0' i1
1 g '8) |
— Zo2E 2: Yi — X :_2E|:2 }
nU i=1 g 7 ey

Ja que

Assim,

(d)
Considere o modelo em (1) com 3 = 3, e estimador restrito de ¢%(62?) visto em aula.

Encontre Var[6?] e Var[6?]. Na sua opiniao, qual deles é melhor? Justifique.

Solucao:

y = 60 +€ €~ N<07 USIan)



EMV de o2 EMV restrito, o2:

n
=1 =1
_ 1 4 o 1 4
=50 2(n—1) = (n—l)ZU 2(n—1)
_ 2
Var[s?) = 2(n § 1)04' Var[6?] = 104.
n _

Portanto, | Var[6?] > Var[6?] |

62, B[62) = =102, ¢ um estimador viciado (corrigivel), mas com menor variancia que 67, E[62] =

A2 )
Logo, temos que o7 é melhor que ;.

Exercicio 2

Considere o modelo dado em (1). A partir da perspectiva Bayesiana, considere as
distribuigoes a priori de 3 e 02 dados por p(3) x 1 e p(c?) x (02)~!, respectivamente.

(a)
Seja @ = (3',02). Encontre a distribuigio a posteriori de 6.

Solugao:



A distribuicao a posteriori de 8, w(@|y), pelo teorema de Bayes é dada por:

m(0]y) o< L(0;y)7(0).

Assumindo independéncia entre 6 e o2, a distribuigdo a priori de 7(0) é dada por:

1 1
w(6) = 7(8,02) = 7(B)r(o?) 1+ 5 = .

Assim,

Ly -XB)(y-XB)}

1
7(0y) x (Jg)n/Qexp{ — 2072

1 1 /
X ]~ galy X8y - XB) |

Sabemos que 8 = (X'X) ' X'yey= X3, desta forma:

(y-XB)(y-XB)=(y-XB) (y-XB) - 2§y +2¥'y
—yy-28Xy+B8XX8-28Xy+28Xy
—yy - 28X X(X'X)"'X'y + BXX3 - 28Xy + 28X X(X'X)" Xy
—yy-28XX3+8XX3-28Xy+28XX3
=yy-28XXB+B8XXB-28Xy+AXX3+8XXs
—yy-28Xy+B8XX3+8XX8-28XXB+8XX3
= (y-XB)(y—XB) + (B-B)XX(B- 7).

Portanto,

w(61) x fozpirmmrenn] — 5[y XB) & - XB) + (8- B XX(8 - B)] |

(b)

Usando o item (a), encontre a distribuigao a posteriori de o2.

Solugao:

o) = [ w(p.clv)ap
x /Z —<Jg)i/z+1exp{ - 2373 (v = XB)'(y - XB) + (8- B)X'X(3 - B) }dg

~ o] - EROWIXO [T 8- 08B Ja




r(o2ly) = / " n(8.02ly)dB

(e o]

x ﬁxp{ o= X@g —Xp) } | exp{ e ee=tCRICE ﬁ)}dﬂ

- eXp{ = X%y ~%0) }(oi)p”(x’xrl
Z S g (8- 8 (8- 8) 4o
- eXp{ - X@(,éy ) }(Ug)pm(xfml -
_ (03)’:22)(3/(2' f)‘lexp { _ EZ :i; (v - Xﬁ;;(gy ~ XB) }
x (()2% - { B (nQ;gp) (y — Xg)’_(i — XB) }

1 (n—p) (y — XB) (y — XB)

(3)

Na equacao (3) temos o nicleo de uma distribuigao chi- quadrada inversa escalada (scaled):

1 vr?
2 : 20, 2 2., 2
olly ~ Scale —inv—x“(v,7%), f(oZ;v,77) x WGXP{ - 202}.

Assim, a distribuigao marginal a posteriori de 0% é dada por:

(y —XB8) (y - XB>>
n—op '

m(o?|y) ~ Scale — inv—yx? (n —p,

(c)

Usando o item (a), encontre a distribuicao a posteriori de 3.

Solucao:

w(Bly) = | m(B.ly)do
[ mmend - g~ X8) (v - XB) + (8- B/ X'X(8 - )] o

Podemos reescrever essa integral de tal forma que resultamos numa fungao gama incompleta:

(y = XB)(y = XB) + (8- B)XX(B-B)

2
20

F:/ 2 lexp{—2z}dz, com z=
0



1 > _
m(Bly) n/2/ 2" lexp{—2}dz
0

A

((r = X8 (y = XB) + (B— BYX'X(8 - 8))
~ (v X8y - XB) + (8- B)XX(8- ) @
N~ 2 —n/2
N <1+ <ﬂ—ﬁ>§x<ﬁ—@>> |
(v - XB) (y - XB)

Na equagao (4) temos o niicleo de uma distribuigao ¢- Student multivariada, assim, a distribuigao
marginal a posteriori de 3 é dada por:

r(Bly) ~ tus (B, (v — XB) (v — XB)(XX) ).

Supondo que fosse necessario apontar um estimador pontual Bayesiano para 3, quem
vocé apontaria?

Solucao:
Cada parametro f;,7 = 0,1, ..., p tem distribuicao,

T(Bi[Y) = t(v, Bi, hai),
t-Student univariada com v graus de liberdade, parametro de posi¢ao B e parametro de escala hy;

que é o elemento (i,7) de S?(X X)L

Como a distribui¢ao é uma ¢-Student, um estimador pontual nao viciado bom seria a média desta
t-Student:

B=(XX)"'Xy.

Exercicio 3

Compare o EMV de 8 e a média da distribuigao a posteriori de 3 em termos de suas
respectivas variancias, indicando qual deles seria mais apropriado.

Solugao:

Como visto anteriormente,



Distribuicao a posteriori de 3:

Var[Bpyy] = S(X'X) ™. Como (B[ Y) = t(v, 3, hi),

~ n—op

VarlB] = P 2s2(X’X)—1.

Assim,

! n - !

SHX'X)" <« 1P gxx'x)!

n—p—2
n J—

1o 7P

n—p—2

BEMV tem menor variancia. Contudo, apesar de sermos capazes de calcular a esperanca e a varian-

cia de 3 por EMV, nao conhecemos sua distribuicao. Ja a partir da perspectiva bayesiana somos

capazes de conhecer sua distribuicao a posteriori. Portanto, sob esse ponto de visto, em situa-

¢oes de amostra pequena ou que seja de interesse a distribuicao de 3, a utilizagao da perspectiva

bayesiana é mais apropriada. [ |
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